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+g Im most sciences one generation tears down what another has built and what 
one has established another undoes. In Mathematics alone each generation 
builds a new story to the old structure. — HERMAN HANKEL 4९ 


I0.I भूमिका (Introduction) 


अपने दैनिक जीवन में हमें अनेक प्रश्‍न मिलते हैं जेसे कि आपकी 
ऊँचाई क्या है? एक फुटबाल के खिलाड़ी को अपनी ही टीम के 
दूसरे खिलाड़ी के पास गेंद पहुँचाने के लिए गेंद पर किस प्रकार 
प्रहार करना चाहिए? अवलोकन कीजिए कि प्रथम प्रश्न का 
संभावित उत्तर ].6 मीटर हो सकता है। यह एक ऐसी राशि है 
जिसमें केवल एक मान परिमाण जो एक वास्तविक संख्या है, 
सम्मिलित है। ऐसी राशियाँ अदिश कहलाती है। तथापि दूसरे प्रश्‍न 
का उत्तर एक ऐसी राशि है (जिसे बल कहते हैं) जिसमें 
मांसपेशियों को शक्ति परिमाण के साथ-साथ दिशा (जिसमें 
दूसरा खिलाड़ी स्थित है) भी सम्मिलित है। ऐसी राशियाँ सदिश 
कहलाती है। गणित, भौतिकी एवं अभियांत्रिको में ये दोनों प्रकार 
को राशियाँ नामतः अदिश राशियाँ, जैसे कि लंबाई, द्रव्यमान, WR. Hamilton 
(I805-865) 

समय, दूरी, गति, क्षेत्रफल, आयतन, तापमान, कार्य, धन, 
वोल्टता, घनत्व, प्रतिरोधक इत्यादि एवं सदिश राशियाँ जैसे कि विस्थापन, वेग, त्वरण, बल, भार, संवेग, 
विद्युत क्षेत्र की तीव्रता इत्यादि बहुधा मिलती हैं। 

इस अध्याय में हम सदिशों की कुछ आधारभूत संकल्पनाएँ, सदिशों की विभिन्न संक्रियाएँ और 
इनके बीजीय एवं ज्यामितीय गुणधर्मा का अध्ययन करेंगे। इन दोनों प्रकार के गुणधर्मों का सम्मिलित 
रूप सदिशों की संकल्पना का पूर्ण अनुभूति देता है और उपर्युक्त चर्चित क्षेत्रों में इनकी विशाल 
उपयोगिता की ओर प्रेरित करता है। 


0.2 कुछ आधारभूत संकल्पनाएँ (Some Basic Concepts) 


मान लीजिए कि किसी तल अथवा त्रि-विमीय अंतरिक्ष में / कोई सरल रेखा है। तीर के निशानों को 
सहायता से इस रेखा को दो दिशाएँ प्रदान को जा सकती हैं। इन दोनों में से निश्चित दिशा वाली कोई 
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भी एक रेखा दिष्ट रेखा कहलाती है [आकृति ।0.] 6), ()]। 


/ 7 


(i) (ii) (iii) 
आकृति 70.7 
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अब प्रेक्षित कीजिए कि यदि हम रेखा ५४' को रेखाखंड ^B तक प्रतिबंधित कर देते हैं तब 
दोनों मे से किसी एक दिशा वाली रेखा 7? पर परिमाण निर्धारित हो जाता है। इस प्रकार हमें एक 
दिष्ट रेखाखंड प्राप्त होता है (आकृति ]0.(7;))। अतः एक दिष्ट रेखाखंड में परिमाण एवं दिशा 
दोनों होते हैं। 
परिभाषा । एक ऐसी राशि जिसमें परिमाण एवं दिशा दोनों होते हैं, सदिश कहलाती है। 

ध्यान दीजिए कि एक दिष्ट रेखाखंड सदिश होता है (आकृति ।0.।(//)), जिसे ह अथवा 
साधारणत के रूप में निर्दिष्ट करते हैं और इसे सदिश अथवा सदिश ' द्व ' के रूप में 
पढते हैं। 

बह बिंदु ^ जहाँ से सदिश »३5 प्रारंभ होता है, प्रारंभिक बिंदु कहलाता है और वह बिंदु B जहाँ 
पर सदिश ॥B , समाप्त होता है अंतिम बिंदु कहलाता है। किसी सदिश के प्रारंभिक एवं अंतिम बिंदुओं 


के बीच की दूरी सदिश का परिमाण (अथवा लंबाई) कहलाता है और इसे | »8। अथवा || के 
रूप में निर्दिष्ट किया जाता है। तीर का निशान सदिश की दिशा को निर्दिष्ट करता है। 


| त टिप्पणी | क्योंकि लंबाई कभी भी ऋणात्मक नहीं होती है इसलिए संकेतन ।7।<0 का कोई 





अर्थ नहीं है। 
स्थिति सदिश (Position Vector) 


कक्षा XI से, त्रि-विमीय दक्षिणावर्ती समकोणिक निर्देशांक पद्धति को स्मरण कीजिए 
(आकृति 0.2 ())। अंतरिक्ष में मूल बिंदु 0(0, 0, 0) के सापेक्ष एक ऐसा बिंदु ? लीजिए जिसके 
निर्देशांक (2, ५, 2) है। तब सदिश 6 जिसमें 0 और 7 क्रमशः प्रारंभिक एवं अंतिम बिंदु हैं, 0 के 
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hE 


x (i) X (ii) 
आकृति 0.2 
सापेक्ष बिंदु का स्थिति सदिश कहलाता है। दूरी सूत्र (कक्षा ज से) का उपयोग करते हुए ठए 
(अथवा ह) का परिमाण निम्नलिखित रूप में प्राप्त होता है: 
OF = +5? +22 

व्यवहार में मूल बिंदु 0 के सापेक्ष, बिंदुओं 4, 8, € इत्यादि के स्थिति सदिश क्रमशः 6,9,८ 
से निर्दिष्ट किए जाते हैं [आकृति ।0.2(7)]। 
दिक-कोसाइन (Direction Cosimes) 
एक बिंदु ?(+, », 2) का स्थिति सदिश 0 (अथवा #) लीजिए जैसा कि आकृति 0.3 में दर्शाया 
गया है। सदिश 7 द्वारा %, ५ एवं 2-अक्ष की धनात्मक दिशाओं के साथ बनाए गए क्रमश: कोण 





आकृति 0.3 हि] 
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०, 3, एवं %दिशा कोण कहलाते हैं। इन कोणों के कोसाइन मान अर्थात्‌ ०05०, ००४ 3 एवं ८०७१ सदिश 
# के दिक्‌-कोसाइन कहलाते हैं और सामान्यतः इनको क्रमशः ।, # एवं # से निर्दिष्ट किया जाता है। 

आकृति 0.3, से हम देखते हैं कि त्रिभुज 0&7 एक समकोण त्रिभुज है और इस त्रिभुज से हम 
cos =~ | # को |7| के लिए प्रयोग किया गया है) प्राप्त करते हैं। इसी प्रकार समकोण त्रिभुजों 


Fr 
087 एवं 0CP से हम ८०४ 8--- एवं ८०४१= ˆ लिख सकते हैं। इस प्रकार बिंदु ? के निर्देशांकों 
Fr F 
को (/7, #7, #7) के रूप में अभिव्यक्त किया जा सकता है। दिक्‌-कोसाइन के समानुपाती संख्याएँ ।7, 


#7 एवं #7 सदिश 7 के दिक्‌-अनुपात कहलाते हैं और इनको क्रमशः ०, तथा ८ से निर्दिष्ट किया 
जाता है। 


|= टिप्पणी | हम नोट कर सकते हैं कि ।? + 7? +? = । परंतु सामान्यतः ०? + ? + ८? # ] 





0.3 सदिशों के प्रकर (Types of Vectors) 

शून्य सदिश [72० (गए) ४९८६०८] एक सदिश जिसके प्रारंभिक एवं अंतिम बिंदु संपाती होते हैं, 
शून्य सदिश कहलाता है और इसे 0 के रूप में निर्दिष्ट किया जाता है। शून्य सदिश को कोई निश्चित 
दिशा प्रदान नहीं की जा सकती क्योंकि इसका परिमाण शून्य होता है अथवा विकल्पतः इसको कोई 
भी दिशा धारण किए हुए माना जा सकता है। सदिश ^^,B3 शून्य सदिश को निरूपित करते हैं। 


मात्रक सदिश (Uni ४९८६०7) एक सदिश जिसका परिमाण एक (अथवा । इकाई) है मात्रक सदिश 
कहलाता है। किसी दिए हुए सदिश ८ की दिशा में मात्रक सदिश को 6 से निर्दिष्ट किया जाता है। 


सह-आदिम सदिश (C०-initial ४९८०7५) दो अथवा अधिक सदिश जिनका एक ही प्रारंभिक बिंदु 
है, सह आदिम सदिश कहलाते हैं। 


सरेख सदिश (Collinear ४ect०7५) दो अथवा अधिक सदिश यदि एक ही रेखा के समांतर है तो 
वे सरेख सदिश कहलाते हैं। 


समान सदिश (706०० ४९८६०५) दो सदिश ८ तथा छ समान सदिश कहलाते हैं यदि उनके परिमाण 
एवं दिशा समान हैं। इनको ठं =0 के रूप में लिखा जाता है। 

ऋणात्मक सदिश (Negative ० a ४९८०7) एक सदिश जिसका परिमाण दिए हुए सदिश (मान 
लीजिए 4B) के समान है परंतु जिसकी दिशा दिए हुए सदिश की दिशा के विपरीत है, दिए हुए सदिश 
का ऋणात्मक कहलाता है। उदाहरणतः सदिश BA, सदिश ^Bझ का ऋणात्मक है और इसे 
BA =- AB के रूप में लिखा जाता है। 
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टिप्पणी उपर्युक्त परिभाषित सदिश इस प्रकार है कि उनमें से किसी को भी उसके परिमाण एवं दिशा 
को परिवर्तित किए बिना स्वयं के समांतर विस्थापित किया जा सकता हे। इस प्रकार के सदिश स्वतंत्र 
सदिश कहलाते हैं। इस पूरे अध्याय में हम स्वतंत्र सदिशों की ही चर्चा करेंगे। 


उदाहरण | दक्षिण से 30° पश्चिम में, 40 Km के विस्थापन 





का आलेखीय निरूपण कीजिए। कु 
हल सदिश ठछ अभीष्ट विस्थापन को निरूपित करता हे प्ता 
(आकृति 0.4 देखिए)। Pe 
उदाहरण 2 निम्नलिखित मापों को अदिश एवं सदिश के रूप! 
में श्रेणीबद्ध कोजिए। 
I) 5s (ii) ]000 cm (iid ION 
(iv) 30km/h (v) _ I0 g/cm 
(शं) 20 m/ऽ उत्तर की ओर आकृति 70.4 
हल 
(|) समय-अदिश (0) आयतन-अदिश (|) बल-सदिश 
(४) गति-अदिश (०) घनत्व-अदिश (४) वेग-सदिश 
उदाहरण 3 आकृति ।0.5 में कौन से सदिश पल 
0) सरेख E 
(0) समान हैं 
(#) सह-आदिम हैं पैमाना ६ 
——A 
हल  मात्रक Sy eN 


(0) सरेख सदिश : दव, ८ तथा 0 
(0) समान सदिश: ८ तथा ८ आकृति 70.5 
() सह-आदिम सदिश : 9, ट तथा 4 


प्रश्नावली 70.7 | 


।. उत्तर से 30° पूर्व में 40 mM के विस्थापन का आलेखीय निरूपण कोजिए। 
2. निम्नलिखित मापों को अदिश एवं सदिश के रूप में श्रेणीबद्ध कोजिए। 


जि 


(i) IOkg (0) 2 मीटर उत्तर-पश्चिम (i) 40° 

(५) 40 वाट (५) ।0 कूलंब (vi) 20 m/s? 
3. निम्नलिखित को अदिश एवं सदिश राशियों के रूप में श्रेणीबद्ध कोजिए। 

() समय कालांश (0) दूरी (४) बल 

(५) वेग (४) कार्य 
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4. आकृति 0.6 (एक वर्ग) में निम्नलिखित सदिशों को ह 
पहचानिए। 
0) सह-आदिम ¡) समान 
() सरेख परंतु असमान 
5. निम्नलिखित का उत्तर सत्य अथवा असत्य के रूप में दीजिए। 
() ८ तथा - सरेख हैं। 


| | 


त्क 
d 


° 


जे 
८ 


(४) दो सरेख सदिशों का परिमाण सदेव समान होता हे। कतिः ।0 6 


(४) समान परिमाण वाले दो सदिश सरेख होते हैं। 
(४) समान परिमाण वाले दो सरेख सदिश समान होते हैं। 


0.4 सदिशों का योगफल (Addition of Vectors) 


सदिश AB से साधारणतः हमारा तात्पर्य है बिंदु ^ से बिंदु 8 C 
तक विस्थापन। अब एक ऐसी स्थिति को चर्चा कीजिए जिसमें 

एक लड़को बिंदु ^ से बिंदु 8 तक चलती है और उसके बाद 

बिंदु 8 से बिंदु € तक चलती है (आकृति ।0.7)। बिंदु 4 से 

बिंदु € तक लड़को द्वारा किया गया कुल विस्थापन सदिश, 

AC से प्राप्त होता है और इसे ^6 = AB+BC के रूप ^ B 

में अभिव्यक्त किया जाता है। आकृति 70.7 

यह सदिश योग का त्रिभुज नियम कहलाता है। 


सामान्यतः, यदि हमारे पास दो सदिश ठ तथा 8 हैं [आकृति ।0.8 6)], तो उनका योग ज्ञात करने 
के लिए उन्हें इस स्थिति में लाया जाता है, ताकि एक का प्रारंभिक बिंदु दूसरे के अंतिम बिंदु के संपाती 
हो जाए [आकृति ।0.8(7)]। 





G) Gi) 





आकृति 70.8 
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उदाहरणत: आकृति ।0.8 6) में, हमने सदिश 9 के परिमाण एवं दिशा को परिवर्तित किए बिना इस 
प्रकार स्थानांतरित किया है ताकि इसका प्रारंभिक बिंदु, ८ के अंतिम बिंदु के संपाती है तब त्रिभुज ABC 
को तीसरी भुजा AC द्वारा निरूपित सदिश दर + हमें सदिशों ८ तथा का योग (अथवा परिणामी) 
प्रदान करता हे, अर्थात्‌ त्रिभुज ABC में हम पाते हैं कि AB+BC = AC [आकृति ।0.8 ()]। 
अब पुन: क्योंकि AC = C4 , इसलिए उपर्युक्त समीकरण से हम पाते हैं कि 

AB+BCH+CA = AA=0 

इसका तात्पर्य यह है कि किसी त्रिभुज की भुजाओं को यदि एक क्रम में लिया जाए तो यह शून्य 
परिणामी की ऑर प्रेरित करता है क्योंकि प्रारंभिक एवं अंतिम बिंदु संपाती हो जाते हैं [आकृति ।0.8(;)]। 

अब एक सदिश 8८ की रचना इस प्रकार कीजिए ताकि इसका परिमाण सदिश BC, के 
परिमाण के समान हो, परंतु इसकी दिशा BC की दिशा के विपरीत हो आकृति 0.8(7) अर्थात्‌ 


क 


BC = -8८ तब त्रिभुज नियम का अनुप्रयोग करते हुए [आकृति 0.8(/)] से हम पाते हैं कि 
AC -- AB + 382 = AB नि (-30) >#- b 
सदिश ७८, ८ तथा के अंतर को निरूपित करता है। 

अब किसी नदी के एक किनारे से दूसरे किनारे तक पानी के बहाव की दिशा के लंबवत्‌ जाने 
वाली एक नाव की चर्चा करते हैं। तब इस नाव पर दो वेग सदिश कार्य कर रहे हैं, एक इंजन द्वारा 
नाव को दिया गया वेग और दूसरा नदी के पानी के बहाव का वेग। इन दो वेगों के युगपत प्रभाव से 
नाव वास्तव में एक भिन्न बेग से चलना शुरू करती है। इस नाव की प्रभावी गति एवं दिशा (अर्थात्‌ 
परिणामी वेग) के बारे में यथार्थ विचार लाने के लिए हमारे पास सदिश योगफल का निम्नलिखित 
नियम है। 

यदि हमारे पास एक समांतर चतुर्भुज की 
दो संलग्न भुजाओं से निरूपित किए जाने वाले 
(परिमाण एवं दिशा सहित) दो सदिश ८ तथा 
है (आकृति 70.9) तब समांतर चतुर्भुज की इन 
दोनों भुजाओं के उभयनिष्ठ बिंदु से गुजरने वाला 
विकर्ण इन दोनों सदिशों के योग ८ +0 को परिमाण ा 
एवं दिशा सहित निरूपित करता है। यह सदिश योग 
का समांतर चतुर्भुज नियम कहलाता है। आकृति 70.9 
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| बढ़" टिप्पणी | त्रिभुज नियम का उपयोग करते हुए आकृति ।0.9 से हम नोट कर सकते हैं कि 


OA+AC = 66 या ठ7 +ठछ = ठत (क्योंकि ^C=0B) जो कि समांतर चतुर्भुज 
नियम है। अतः हम कह सकते हैं कि सदिश योग के दो नियम एक दूसरे के समतुल्य हैं। 





सदिश योगफल के गुणधर्म (Properties of vector addition) 
गुणधर्म दो सदिशों द्र तथा & के लिए 
d+b=b+a (क्रमविनिमयता) 

उपपत्ति समांतर चतुर्भुज ABCD को लीजिए (आकृति 70.।0) मान लीजिए ^B=८ और BC=#, 
तब त्रिभुज ABC में त्रिभुज नियम का उपयोग करते 
हुए हम पाते हैं कि ॥ठ = +b 

अब, क्योंकि समांतर चतुर्भुज की सम्मुख भुजाएँ 
समान एवं समांतर है, इसलिए आकृति ।0.।0 में 
AD = BC = और DC = AB = है। पुनः त्रिभुज 
ADC में त्रिभुज नियम के प्रयोग से AC = AD + DG 
=+ 
अतः d+b=b+a 
गुणधर्म 2 तीन सदिशों 6,9 और ट के लिए 


(4+b)+८ = द॑ +(७ +८) (साहचर्य गुण) 





आकृति 70.70 


उपपत्ति मान लीजिए, सदिशों ठ, तथा ट को क्रमशः 70, 0९ एवं 2५ से निरूपित किया 
गया है जेसा कि आकृति ।0.।।() और (7) में दर्शाया गया है। 
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तब d+b 5 PQ+QR=PR 
और 8 +ठ = QR+RS=QS 
इसलिए (+b)+c=PR+RS=PS 
और d+(b+e)= PQ+QS=PS 
अतः (G+b)+Z = d+(b+E) 


टिप्पणी सदिश योगफल के साहचर्य गुणधर्म की सहायता से हम तीन सदिशों ८,४ तथा ट का 
योगफल कोष्ठकों का उपयोग किए बिना ८+ +7 के रूप में लिखते हैं। 
नोट कीजिए कि किसी सदिश ८ के लिए हम पाते हैं; 
d+0=0+4=a 
यहाँ शून्य सदिश 0 सदिश योगफल के लिए योज्य सर्वसमिका कहलाता है। 
0.5 एक अदिश से सदिश का गुणन (Multiplication of a Vector by a Scalar) 


मान लीजिए कि ८ एक दिया हुआ सदिश है और 9, एक अदिश है। तब सदिश ८ का अदिश १, 
से गुणनफल जिसे 96 के रूप में निर्दिष्ट किया जाता है, सदिश ठं का अदिश ) से गुणन कहलाता 
है। नोट कीजिए कि 9 ८ भी सदिश 6 के सरेख एक सदिश है। ) के मान धनात्मक अथवा ऋणात्मक 
होने के अनुसार 96 की दिशा, ८ के समान अथवा विपरीत होती है। ५८ का परिमाण ८ के परिमाण 
का || गुणा होता है, अर्थात्‌ 
| al = | || 4 | 
एक अदिश से सदिश के गुणन का ज्यामितीय चाक्षुषीकरण [रूप की कल्पना (४।5७३]isati0n)] 


आकृति ।0.।2 में दी गई है। 
; ढ़ ; / 
7 / 


आकृति 70.72 


जब = ], तब १7 - -6 जो एक ऐसा सदिश हे जिसका परिमाण ८ के समान हे और दिशा 
दं की दिशा के विपरीत हे। सदिश -८ सदिश ८ का ऋणात्मक (अथवा योज्य प्रतिलोम)कहलाता 
है और हम हमेशा ८+ (ठ) = (-द) +८ =0 पाते हैं। 
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| अर्थात नहीं 
और यदि ^ = है पिया हुआ है कि ८0, अर्थात्‌ ८ एक शून्य सदिश नहीं है तब 
da 


| मिल 
INal=IAllal=—lall 
| 4 | 


इस प्रकार 94 , 6 को दिशा में मात्रक सदिश को निरूपित करता हे। हम इसे 


i. म हे 
@ = उदा के रूप में लिखते हैं। 


| | टिप्पणी | किसी भी अदिश # के लिए #0 =0 | 


0.5.] एक सदिश के घटक (Components of a vector) 
आईए बिंदुओं 4(], 0, 0), B(0, ।, 0) और (0, 0, ।) को क्रमशः +-अक्ष, 
५-अक्ष एवं 2-अक्ष पर लेते हैं। तब स्पष्टतः 


|OAI=],|OB| = । और ।0C।= 





सदिश 04, 08 और 06 जिनमें से प्रत्येक का परिमाण | हैं % 
क्रमशः 0%, 0४ और 07 अक्षों के अनुदिश मात्रक सदिश कहलाते हैं आकृति 0.73 
और इनको क्रमशः ¡, / और € द्वारा निर्दिष्ट किया जाता है (आकृति ।0.3)। 


अब एक बिंदु ? (४,५, 2) का स्थिति सदिश ठ लीजिए जैसा कि आकृति ।0.4 में दर्शाया 
गया है। मान लीजिए कि बिंदु ?, से तल 20४ पर खींचे गए लंब का पाद बिंदु ?, है। इस प्रकार 


हम देखते हैं कि ?,?, >-अक्ष के समांतर है। क्योंकि ;, 7 एवं £ क्रमशः +, » एवं 2-अक्ष के अनुदिश 
मात्रक सदिश है और? के निर्देशांकों की परिभाषा के अनुसार हम पाते हैं कि ? = 0 = ४ . इसी 
प्रकार (2 =05=)/ और 00 = % . इस प्रकार हम पाते हैं कि 
OP, = 0Q+ QP, =x + 9 
और OP = OP +PP=xi+y}+ zk 
इस प्रकार 0 के सापेक्ष ? का स्थिति सदिश 0 (अथवा 7) = # + )/ + 2 के रूप में प्राप्त 


होता है। 
किसी भी सदिश का यह रूप घटक रूप कहलाता है। यहाँ +, ) एवं 2, # के अदिश घटक 


कहलाते हैं और 2%, )/ एवं 2# क्रमागत अक्षों के अनुदिश ह के सदिश घटक कहलाते हैं। 
कभी-कभी +, ५ एवं 2 को समकोणिक घटक भी कहा जाता है। 
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आकृति 70.4 


किसी सदिश 7 = ४ + )} + 2, की लंबाई पाइथागोरस प्रमेय का दो बार प्रयोग करके तुरंत ज्ञात 
की जा सकती है। हम नोट करते हैं कि समकोण त्रिभुज 007 में (आकृति 0.]4) 


IOP, I = VIOQPHQRP =r + y? 


और समकोण त्रिभुज 07९ में हम पाते हैं कि 
IOP I = JIOPP FIBER = Jr + y?)+ 2? 
अतः किसी सदिश ह =x +yj+zk को लंबाई |#| = |» + yj + zkl =+ +) कट +y +2 
के रूप में प्राप्त होती है। 


यदि दो सदिश ८ और ७ घटक रूप में क्रमश: ८,४ + ०, 7+, और ४! +७,7+,£ द्वारा दिए 
गए हैं तो 
() सदिशों 6 और / को योग 
Z+b = (a+b) + (a, +b,)}+ (८; +5,) के रूप में प्राप्त होता है। 
(४) सदिश द और का अंतर 
दै B= (४ -b) + (८, -॥,)? + (८, -},) के रूप में प्राप्त होता है। 
(४) सदिश ८ और / समान होते हैं यदि और केवल यदि 
a, = b,, 4, = b, और a, = 8, 
(५) किसी अदिश » से सदिश द्वं का गुणन 
Ad = (ha) + (2.०, )7+ (0.०, ) द्वारा प्रदत्त है। 
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सदिशों का योगफल और किसी अदिश से सदिश का गुणन सम्मिलित रूप में निम्नलिखित 
वितरण-नियम से मिलता हे 


मान लीजिए कि ८ और / कोई दो सदिश हैं और # एवं # दो अदिश हैं तब 
6) ka+ma=(k+m)d (i k(mad)=(km)d GI k(a+ b = ka + kb 
टिप्पणी 
।. आप प्रेक्षित कर सकते हैं कि » के किसी भी मान के लिए सदिश 7 हमेशा सदिश ८ के 
सरेख है। वास्तव में दो सदिश ८ और  सरेख तभी होते हैं यदि और केवल यदि एक ऐसे 
शून्येतर अदिश ) का अस्तित्व हैं ताकि छ = \८ हो। यदि सदिश ८ और घटक रूप में दिए 
हुए हैं, अर्थात्‌ ८ = ८7 + ०५} + ०३/ और 9 =/† + 9, +0, , तब दो सदिश सरेख होते हैं 
यदि और केवल यदि 
bi+b,j+byk = Mat + a,j + ak) 
~> bi+bj+bk = (hat + (Nas) }+ (१५, ) 
श b= Aa, b,=Na,, 2; as 
) hhh, 
A A 3 


2. यदि दं = ८ +4, +4 तब ०,, ०,, ०, सदिश ८ के दिक्‌-अनुपात कहलाते हैं। 
3. यदि ॥, #, # किसी सदिश के दिक्‌-कोसाइन हैं तब 


li +mj+ nk= (coso)i+(cos B)j+(cos Yk 

दिए हुए सदिश को दिशा में मात्रक सदिश है जहाँ ०, 3 एवं १ दिए हुए सदिश द्वारा क्रमशः >, 
५ एवं 7 अक्ष के साथ बनाए गए कोण हैं। 
उदाहरण 4 », » और 2 के मान ज्ञात कीजिए ताकि सदिश ठं = ४ +27+द£ और b= 2+ 3} +f 
समान हैं। 
हल ध्यान दीजिए कि दो सदिश समान होते हैं यदि और केवल यदि उनके संगत घटक समान है। 
अतः दिए हुए सदिश ८ और छ समान होंगे यदि और केवल यदि «= 2, = 2, 2 = | 
उदाहरण 5 मान लीजिए ८=!+2} और = 2; + | तब क्या ।2।=।# । है ? क्या सदिश ८ और 8 
समान हैं? 
हल यहाँ |6।- ४2 +2? = /5 और |6।= 02? +? = /5 
इसलिए | | =| | परंतु दिए हुए सदिश समान नहीं हैं क्योंकि इनके संगत घटक भिन्न हैं। 
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उदाहरण 6 सदिश ठ =27+37+# के अनुदिश मात्रक सदिश ज्ञात कोजिए। 


| 
हल सदिश द्व के अनुदिश मात्रक सदिश = -ळ्चा डार प्राप्त होता है। 
a 


अब [also 0 lr ह] 
LS Be Be ls 
इसलिए, a र कक +3j+&) = a त 3 
उदाहरण 7 सदिश ८ =7- 27 के अनुदिश एक ऐसा सदिश ज्ञात कीजिए जिसका परिमाण 7 इकाई है। 
हल दिए हुए सदिश ८ के अनुदिश मात्रक सदिश 4 = न = ज ८-2) = द्भ — जड / है। 
इसलिए ८ के अनुदिश और 7 परिमाण वाला सदिश 74 = 7 | ER SEES AR ) है। 
5 ANY NS 


उदाहरण 8 सदिशों ८ = 2 +27 - 5 और ७ =2£+7+3/ के योगफल के अनुदिश मात्रक 
सदिश ज्ञात कोजिए। 
हल दिए हुए सदिशों का योगफल 
८+b =८, जहाँ ८ = 4† +37 - 2 है। 
और ।2। = 4? +3? + (-2)? = 29 
अतः अभीष्ट मात्रक सदिश 
Es मल मम मा 
।८। २४29 29 9’ पट 7! 
उदाहरण 9 सदिश ८ =! +} -2# के दिक्‌-अनुपात लिखिए और इसकी सहायता से दिकू-कोसाइन 
ज्ञात कोजिए। 
हल ध्यान दीजिए कि सदिश 7 = ४ + )/ +2 के दिक्‌-अनुपात ७, 9, ० सदिश के, क्रमागत घटक 


%, » ट होते हैं। इसलिए दिए हुए सदिश के लिए हम पाते हैं कि ०=।,/ = | और ८ = -2 है। पुनः 
यदि ।, # और # दिए हुए सदिश के दिक्‌-कोसाइन हैं तोः 


a ] b ] Cc 


।-। V6 Fl J6’ IFI V6 


I 2 
अतः दिक्‌-कोसाइन | vt हें 


(4f+3}-2k) = 





C= 


क्योंकि |#|- \/6) 


5 
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0.5.2 दो बिंदुओं को मिलाने वाला सदिश (Vector joining two points) 
यदि ?,(+,, ),, 2) और ?,(४,, },, 2,) दो बिंदु हैं तब 7 
?, को 7, से मिलाने वाला सदिश 7९, है (आकृति 


0.।5)। P, और ?, को मूल बिंदु 0 से मिलाने पर 
और त्रिभुज नियम का प्रयोग करने पर हम त्रिभुज 


0P,P, से पाते हैं कि OP. + PP, = 0p, 
सदिश योगफल के गुणधर्मों का उपयोग करते हुए, 
उपर्युक्त समीकरण निम्नलिखित रूप से लिखा जाता है। _ 
PP, = OP, -OP, 


Ei P, CX», Jz, 22) 





> 


| P x, १Y [१ २ ) 





आकृति 70.75 


अर्थात्‌ PP, — (xi + > j + zk) — CN +9 J + Zk) 
= (x, i + (ys — yi) +(22 2 )k 
सदिश ७8७, का परिमाण |९,2,| =,/(२, - 5) +55 - 30) + (३५ ~ द)? के रूप में प्राप्त 
होता है। 
उदाहरण0 बिंदुओं P(2,3, 0) एवं ९(- ।,-2,- 4) को मिलाने वाला एवं 7? से () की तरफ दिष्ट 
सदिश ज्ञात कोजिए। 
हल क्योंकि सदिश ? से 0) की तरफ दिष्ट है, स्पष्टतः ? प्रारंभिक बिंदु है और ( अंतिम बिंदु है, 
इसलिए और (0 को मिलाने वाला अभीष्ट सदिश P(), निम्नलिखित रूप में प्राप्त होता है। 
PQ = (I-2)i+(-2=3)}+(-4-0)k 
अर्थात्‌ PO = —3f 573d 
I0.5.3 खड सूत्र (Section Formula) 
मान लीजिए मूल बिंदु 0 के सापेक्ष और ९) दो बिंदु हैं जिनको Q 
स्थिति सदिश 67 और 00 से निरूपित किया गया है। 


बिंदुओं ? एवं Q को मिलाने वाला रेखा खंड किसी तीसरे बिंदु 
रे द्वारा दो प्रकार से विभाजित किया जा सकता हे। अंतः 6 







(आकृति ।0.6) एवं बाह्य (आकृति 0.7)। यहाँ हमारा A 
उद्देश्य मूल बिंदु 0 के सापेक्ष बिंदु र का स्थिति सदिश OR आकृति 70.76 5 


ज्ञात करना है। हम दोनों स्थितियों को एक-एक करके लेते हैं। 
स्थिति । जब 7२, PQ को अंतः विभाजित करता है ( आकृति 0.6 )। यदि, PQ को इस 
प्रकार विभाजित करता है कि #0 = एर , जहाँ # और # धनात्मक अदिश हैं तो हम कहते हैं 
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कि बिंदु २, 76 को #:# के अनुपात में अंतः विभाजित करता है। अब त्रिभुजों 0२0 एवं 0Pर से 
RQ = OQ-OR =b-r 


और एर = ठर - के =; - 
इसलिए m (b —-rF)=n(r-ad) (क्यों?) 
घा mb + nd 
अ Fe (सरल करने पर) 


mrTnh 


अतः बिंदु र जो कि ? और 0 को #: # के अनुपात में अंतः विभाजित करता है का स्थिति सदिश 


_. mb+nd मे 
ठह = ~ के रूप में प्राप्त होता है। 
m+n 


स्थिति जब हर, ?Q को बाह्य विभाजित करता है R 
(आकृति 0.7 )। यह सत्यापन करना हम पाठक के लिए < 
एक प्रश्‍न के रूप में छोड़ते हैं कि रेखाखंड ९ को # : # के 








च 
PR mm ०0 
अनुपात में बाह्य विभाजित करने वाले बिंदु र | ।.९.. = 
QR 7४ 
mb — nd में 
का स्थिति सदिश ठार = के रूप में प्राप्त होता है। आकृति 70.7 7? 


MTN 


टिप्पणी यदि 2, P0 का मध्य बिंदु है तो # = और इसलिए स्थिति ] से 96 के मध्य बिंदु र 
का स्थिति सदिश ठार = -” के रूप में होगा। 


उदाहरण । दो बिंदु ? और () लीजिए जिनके स्थिति सदिश 0 =3८ 2 और 00 =+ 
हैं। एक ऐसे बिंदु २ का स्थिति सदिश ज्ञात कीजिए जो ? एवं 0 को मिलाने वाली रेखा को 2: के 
अनुपात में () अंतः (५) बाह्य विभाजित करता है। 
हल 
60) P और ९ को मिलाने वाली रेखा को 2: के अनुपात में अंत: विभाजित करने वाले बिंदु २ 
का स्थिति सदिश है: हे हे 
—_ 2(.+9)+(3द/-20) 5d 
आ ॑ौ॑ा कण 


(0) 7? और (को मिलाने वाली रेखा को 2: के अनुपात में बाह्य विभाजित करने वाले बिंदु र का 
स्थिति सदिश हैः _ _ 
_. Ma+b)-(Gi-2b) 

| FA 


Aba 
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उदाहरण ॥2 दर्शाइए कि बिंदु (2 -7+#), 86 -3/-5/), C७! -4/-4/) एक समकोण 
त्रिभुज के शीर्ष हैं। 
हल हम पाते हें कि 

Af (DiC nites kei >ट 6k 

BC = G-Di+(-4+3)j+(4+5)k =2i-ij+k 
और CA=C-D+(I+AI+O+Ak =t+3j+5k 
इसके अतिरिक्त ध्यान दीजिए कि 

ABI? = 4I=6+35=IBCI +ICAT 

अतः दिया हुआ त्रिभुज एक समकोण त्रिभुज है। 


प्रश्नावली 0.2 | 


।. निम्नलिखित सदिशों के परिमाण का परिकलन कीजिए: 


EE FE EN): l ७५ Rs i; 
da=i+j+जk b=2A-TI-3k; c= —i+ज-—j-- =k 
2. समान परिमाण वाले दो विभिन्न सदिश लिखिए। 
3. समान दिशा वाले दो विभिन्न सदिश लिखिए। 
4. » और) के मान ज्ञात कीजिए ताकि सदिश 2! +37 और 2 + )/ समान हों। 
5. एक सदिश का प्रारंभिक बिंदु (2, ]) है और अंतिम बिंदु (-5, 7) है। इस सदिश के अदिश 
एवं सदिश घटक ज्ञात कोजिए। 
6. सदिश द =; 27+, = -2!+47 +5 और ८=† - 67 -7{ का योगफल ज्ञात कीजिए। 


7. सदिश ८=7४+7+2# के अनुदिश एक मात्रक सदिश ज्ञात कीजिए। 
8. सदिश P0, के अनुदिश मात्रक सदिश ज्ञात कीजिए जहाँ बिंदु ? और ९ क्रमशः (।, 2, 3) 
और (4, 5, 6) हैं। 


9. दिए हुए सदिशों टं =2!- }+2# और =-7+7-#, के लिए, सदिश ८+ के 
अनुदिश मात्रक सदिश ज्ञात कोजिए। 
0. सदिश 5-)+2/ के अनुदिश एक ऐसा सदिश ज्ञात कीजिए जिसका परिमाण 8 इकाई है। 
।।. दर्शाइए कि सदिश 2 -3/+4/ और -4 +67 -8/ सरेख हें। 
2. सदिश +27 +3/ की दिक्‌ ८०७१९ ज्ञात कीजिए। 


209-20 


456 


I3. 


4. 


I5. 


6. 
I7. 


I8. 


I9. 


गणित 

बिंदुओं ^ (।, 2, -3) एवं B(-।,-2, ]) को मिलाने वाले एवं 4 से 8 को तरफ़ दिष्ट सदिश 
को दिक्‌ ८०७/१९ ज्ञात कोजिए। 

दर्शाइए कि सदिश †+7+# अक्षों 0%, 0४ एवं 02 के साथ बराबर झुका हुआ है। 
बिंदुओं ? (7 +27 -#) और 0 (-/+ 7+) को मिलाने वाली रेखा को 2:। के अनुपात 
में 6) अंतः (9) बाह्य, विभाजित करने वाले बिंदु ९ का स्थिति सदिश ज्ञात कोजिए। 

दो बिंदुओं (2, 3, 4) और (4, ।, -2) को मिलाने वाले सदिश का मध्य बिंदु ज्ञात कीजिए। 
दर्शाइए कि बिंदु ^, 8 और €, जिनके स्थिति सदिश क्रमशः द = 3 -47-4/, b= 2-7 +f 
और ट =† -3}-5# हैं, एक समकोण त्रिभुज के शीर्षो का निर्माण करते हैं। 

त्रिभुज ABC (आकृति ।0.78), के लिए निम्नलिखित में से कौन सा कथन सत्य नहीं है। 
(A) AB+BC+CA=0 C 


——्—e 
C mm 


(B) AB+BC-A 


।_ OI Ol 


(C) AB+BC-CA = हर 2 
(D) AB—CB+CA=0 आकृति 0.8 

यदि ८ और ४ दो सरेख सदिश हैं तो निम्नलिखित में से कौन सा कथन सही नहीं है: 
(A) } = 4, किसी अदिश के लिए 

(B) i=+b 

(९) ८ और ॐ के क्रमागत घटक समानुपाती नहीं हैं। 

(D) दोनों सदिशों ठ तथा 9 की दिशा समान है परंतु परिमाण विभिन्न हैं। 


0.6 दो सदिशों का गुणनफल (Product of Two Vectors) 


अभी तक हमने सदिशों के योगफल एवं व्यवकलन के बारे में अध्ययन किया है। अब हमारा उद्देश्य 
सदिशों का गुणनफल नामक एक दूसरी बीजीय संक्रिया की चर्चा करना है। हम स्मरण कर सकते हैं 
कि दो संख्याओं का गुणनफल एक संख्या होती है, दो आव्यूहों का गुणनफल एक आव्यूह होता है परंतु 
फलनों की स्थिति में हम उन्हें दो प्रकार से गुणा कर सकते हैं नामत: दो फलनों का बिंदुवार गुणन 
एवं दो फलनों का संयोजन। इसी प्रकार सदिशों का गुणन भी दो तरीके से परिभाषित किया जाता है। 
नामतः अदिश गुणनफल जहाँ परिणाम एक अदिश होता है और सदिश गुणनफल जहाँ परिणाम एक 
सदिश होता है। सदिशों के इन दो प्रकार के गुणनफलों के आधार पर ज्यामिती, यांत्रिको एवं 
अभियांत्रिकी में इनके विभिन्न अनुप्रयोग हैं। इस परिच्छेद में हम इन दो प्रकार के गुणनफलों को चर्चा करेंगे। 
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I0.6.I दो सदिशों का अदिश गुणनफल [Scalar (or dot) product of two vectors] 
परिभाषा 2 दो शून्येतर सदिशों ८ और 9 का अदिश गुणनफल 6 - 8 द्वारा निर्दिष्ट किया जाता है 


और इसे ८ - = ।८ || | ००५७ के रूप मे परिभाषित किया जाता है। Da 
जहाँ 6, ८ और /, के बीच का कोण है और 0<6 <7 (आकृति ।0.।9)। ८ 
यदि 6-0 अथवा 9-0, तो 6 परिभाषित नहीं है और इस स्थिति में "दर 
८ -9 = 0 परिभाषित करते हैं। आकृति I0.9 
प्रेक्षण 
द - 9 एक वास्तविक संख्या है। 
2. मान लीजिए कि ठ और % दो शून्येतर सदिश हैं तब ८. =0 यदि और केवल यदि 
८ं और छ परस्पर लंबवत्‌ हैं अर्थात्‌ ठ . 8-0 «> दं । } 
3. यदि 0 = 0, तब ठ : =| @ || | 9 | 
विशिष्टतः ढं. =| ढं (°, क्योंकि इस स्थिति में 0 = 0 है। 
4. यदि 9= 7, तब द - = -| || } | 
विशिष्टतः ८ -(-5) = 4 | , जैसा कि इस स्थिति में 0, 7 के बराबर है। 
5. प्रेक्षण 2 एवं 3 के संदर्भ में परस्पर लंबवत्‌ मात्रक सदिशों ४, } एवं #, के लिए हम पाते 


rm 


हैं कि 
i.=}.} = f%=I 
तथा i.j=jk=k.i=o 
6. दो शून्येतर सदिशों 6 और ५ के बीच का कोण 6 








d.b d.b 
००७०= अथवा 9 = ८०४ ' | | द्वारा दिया जाता है। 
|दं॥ 8 | | ढं ॥ 8 | 


ऊ) | 


7. अदिश गुणनफल क्रम विनिमेय है अर्थात्‌ 
b= b (क्यों?) 
गुणधर्म 


d 
अदिश गुणनफल के दो महत्वपुर्ण (Two important properties of scalar 


product) 
गुणधर्म । (अदिश गुणनफल की योगफल पर वितरण नियम) मान लीजिए ८, और ठ तीन 
सदिश हैं तब ८-( +८) = 4: + 4-८ 
गुणधर्म 2 मान लीजिए द और & दो सदिश हैं और » एक अदिश है, तो 
(24) -9 = 2.(वं -9) ८ व - (2४७) 
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यदि दो सदिश घटक रूप में ४/+42/+4: एवं ७ +,7+0,£, दिए हुए हैं तब उनका 
अदिश गुणनफल निम्नलिखित रूप में प्राप्त होता है 


db 


(a! +a,}+ayk)-(bit +b,} + byl) 
af-(bi+b,}+bk)+a}-(bi+b,}+byk) + 437 - (bt +b, + bik) 
abl -+ab,t:D+abt:k)+abG:)+ab,:})+ab(:k) 
+ abi (k-)+asb,(k: )) + ab;(k-k) 


(उपर्युक्त गुणधर्म । और 2 का उपयोग करने पर) 
= ab, + a,b, + a,b, (प्रक्षेण 5 का उपयोग करने पर) 


इस प्रकार ठ. = 69 + 4b, + 4३; 


I0.6.2 एक सदिश का किसी रेखा पर साथ प्रक्षेप (Projection of a vector oh a line) 

मान लीजिए कि एक सदिश AB किसी दिष्ट रेखा / (मान लीजिए) के साथ वामावर्त दिशा में 6 
कोण बनाता है। (आकृति ।0.20 देखिए) तब AB का ! पर प्रक्षेप एक सदिश # (मान लीजिए) 
है जिसका परिमाण ।A5।।८०59। है और जिसकी दिशा का 7 की दिशा के समान अथवा विपरीत होना 
इस बात पर निर्भर है कि ८०56 धनात्मक है अथवा ऋणात्मक। सदिश 7 को प्रक्षेप सदिश कहते हें 
और इसका परिमाण । |, निर्दिष्ट रेखा / पर सदिश ^B का प्रक्षेप कहलाता है। उदाहरणतः 


निम्नलिखित में से प्रत्येक आकृति में सदिश AB का रेखा ! पर प्रक्षेप सदिश AC है। 
[आकृति ]0.20 6) से 6५) तक] 





¢ B 
AN | l 
A Fg C C Fg A 
(0< 0 < 90) (90'< 9 < I80') 


(ii) 





0 0 
(I80'< 0 < 270°) (270'< 9 < 360°) 
(iii) (iv) 
आकृति 70.20 
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प्रेक्षण 
।. रेखा / के अनुदिश यदि # मात्रक सदिश हे तो रेखा / पर सदिश ८ का प्रक्षेप ८. से प्राप्त 
होता है। 
2. एक सदिश ठं का दूसरे सदिश &, पर प्रक्षेप ८-७, अथवा ठ. ड] , अथवा ड़ (८:७) से 
प्राप्त होता है। 
3. यदि 6-0, तो AB का प्रक्षेप सदिश स्वयं AB होगा और यदि 6 =7 तो AB का प्रक्षेप 


सदिश ^ होगा। 


उगा _ __ 
4. यदि 0 = अथवा 0 = र तो ^ का प्रक्षेप सदिश शून्य सदिश होगा। 


टिप्पणी यदि ७, 3 और सदिश दरं = + ८,7 +८, के दिक्‌-कोण हैं तो इसकी दिक्‌-कोसाइन 
निम्नलिखित रूप में प्राप्त को जा सकती है। 


a. a, ) as 


a 
cosA=———=-—, cosp=——, and cosYy=-— 
lallil lal | 4 | | | 





यह भी ध्यान दीजिए कि || ८०५७, ।८।८०४३ और ।।८०७} क्रमशः 05, 0४ तथा 02 के 
अनुदिश द के प्रक्षेप हैं अर्थात्‌ सदिश द्वं के अदिश घटक ८,, ८, और ८, क्रमशः +, » एवं 2 अक्ष 
के अनुदिश ठ के प्रक्षेप है। इसके अतिरिक्त यदि ठ एक मात्रक सदिश है तब इसको दिक्‌-कोसाइन 
की सहायता से 


d= ०080४ + cosB}+cosyk 
के रूप में अभिव्यक्त किया जा सकता है। 
उदाहरण 73 दो सदिशों ८ और / के परिमाण क्रमशः । और 2 है तथा ८७ =।, इन सदिशों के 
बीच का कोण ज्ञात कीजिए। 


हल दिया हुआ है 4:७ =।,।८।=। और |9 । = 2 . अतः 


9=c0s * = C08! (| र 
| ८ ॥ ७ | 2) 3 


उदाहरण 4 सदिश ८=।+}-#तथा=।-}+# के बीच का कोण ज्ञात कीजिए। 
हल दो सदिशों ८ और छ के बीच का कोण 0 निम्न द्वारा प्रदत्त है 
ad थे 


००४50 = लात से प्राप्त होता हे। 


प 


| | 
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अब d.b=(+j-W.t-j+b=I-lI-l=-I 
ड =| 
इसलिए, हम पाते हं कि ०050 = वर 
अतः अभीष्ट कोण = C08 [-3] है। 
उदाहरण 5 यदि ८=5 - )- 3: और 9-/+3)-5# , तो दर्शाइए कि सदिश द्व+9 और 
८-७ लंबवत्‌ है। 
हल हम जानते हैं कि दो शून्येतर सदिश लंबवत्‌ होते हैं यदि उनका अदिश गुणनफल शून्य है। 
यहाँ d+b=(5i-j-3k)+(t+3j-5k=6i+2}-8k 
और di-b=(Si-j-3k)-(i+3j-5k)=4i-4j+2k 
इसलिए G+b):(a-b) = (6i+27-8k):(4i-4j+2k)=24-8-I6=0 
अतः ८+ और द॑ -४ लंबवत्‌ सदिश हैं। 


उदाहरण ।6 सदिश द = 2 +37+2/ का, सदिश =+ 27+ पर प्रक्षेप ज्ञात कोजिए। 
हल सदिश द्व का सदिश पर प्रक्षेप 





I क सा I+3.2+2.]) == है। 


(0) + (2)? + () V6 
उदाहरण 7 यदि दो सदिश ढ और छ इस प्रकार हैं कि | ढ।= 2, |।=3 और 6-9 =4तो | दं -}। 
ज्ञात कोजिए। 
हल हम पाते हैं कि 
(दं-b)-(दं-b) 
= dd-d.b-b.a+b:b 
dl —2(a.b)+Ib 

= (2) -2(4) + (3) 

इसलिए [व -9। 5 5 
उदाहरण ॥8 यदि ठर एक मात्रक सदिश है और (£-6)-(४+ 6) -8 , तो ।।ज्ञात कोजिए। 


हल क्योंकि ढ़ एक मात्रक सदिश है, इसलिए ।८।=।. यह भी दिया हुआ है कि 
(४-व) - (४+ व) 5 8 


अथवा ¥.x+x.d-ad.x-d.d=S 
अथवा । +| -] = 8 अर्थात्‌ ।7। = 9 
इसलिए, | #। = 3(क्योंकि सदिश का परिमाण सदैव शून्येतर होता है) 
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उदाहरण ।9 दो सदिशों ठ़॑ और ४, के लिए सदैव ।7:।<।८||b। (Cauchy-Schwartz 
असमिका)। 


हल दी हुई असमिका सहज रूप में स्पष्ट है यदि दं =0 अथवा ४ =0. वास्तव में इस स्थिति में 
हम पाते हैं कि ।८-/।=0=। द|} |. इसलिए हम कल्पना करते हैं कि ।८।# 050 । तब हमें 





_ XA C 
| 4:७ । ॐ b 
ज = ।८०0।<। मिलता है। ८४4 
| दं ॥ 8 | ह 
_ _ र ने B 
इसलिए ।८:७। < ||| }। E 
आकृति 0.27 


उदाहरण 20 दो सदिशों द्र तथा छ के लिए सदैव ।ठं+।<।।+ | (त्रिभु--असमिका) 
हल दी हुई असमिका, दोनों स्थितियों ६-0 या ७ =0 में सहज रूप से स्पष्ट है (क्यों ?)। इसलिए 
मान लीजिए कि ।८।5# (0 5#|/। तब 


I =) Se 2, र 
la+bl = ह 


| 
* 
SQ 
+ 
3 
ही 
| 
He 
SQ 
+ 
3५ 
Dd 
oo 
©| 
र 
७5] 
Dd 


= |दं।? +26 “- फिकर (अदिश गुणनफल क्रम विनिमय है) 
< । दे +2। द | +। |? (क्योंकि +<lxlVxER) 
< दढ १+2| 4 ॥ ७ |+] 9 |? (उदाहरण ।9 से) 
= (|&।+।} |)? 

अतः ।दं+b।<।८।+|७। 


| त टिप्पणी | यदि त्रिभुज-असमिका में समिका धारण होती है (उपर्युक्त उदाहरण 20 में) अर्थात्‌ 






।दं+b। = ।८।+।।, तब 
IACI = IABI+IBCI 
बिंदु 4, 8 और € सरेख दर्शाता है। 
उदाहरणा 2! दर्शाइए कि बिंदु ^(-27+37+5%), B(?+27+3) और (7 -#) सरेख है। 
हल हम प्राप्त करते हैं: 
AB =(+2i+(-3)j+6-5k=3t-j-2k 
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BC = (7-Di+(0-2)j+(-I-3)k=6i-2j-4k 


AC =(+2+(0-3)j+(-I-5)k=9f-3j-6k 








AFI = 44, BC|= 204 और ।AG।=3I4 
इसलिए [AC | = [AB I+IBC 





अतः बिंदु ^, 8 और € सरेख हैं। 
| # टिप्पणी | उदाहरण 2। में ध्यान दीजिए कि #5+छट + =0 परंतु फिर भी बिंदु 4, 





8 और € त्रिभुज के शीषाँ का निर्माण नहीं करते हैं। 


EE 0 


I0. 


प्रश्नावली 70.3 | 


दो सदिशों द तथा ७ के परिमाण क्रमशः ५/3 एवं 2 हैं और ८-७ =/6 है तो ठ तथा ७ 
के बीच का कोण ज्ञात कोजिए। 

सदिशों † -27+3# और 3£-27+#के बीच का कोण ज्ञात कीजिए। 

सदिश +7 पर सदिश 7- का प्रक्षेप ज्ञात कोजिए। 

सदिश †+37+7 का, सदिश 7 - 7+ 8 पर प्रक्षेप ज्ञात कौजिए। 

दर्शाइए कि दिए हुए निम्नलिखित तीन सदिशों में से प्रत्येक मात्रक सदिश है, 

न +37+6k), oi —6j+2k), 76 +27-3k) 

यह भी दर्शाइए कि ये सदिश परस्पर एक दूसरे के लंबवत्‌ हैं। 

यदि (८+): (द -७)= 8 और | ८।= 8।७। हो तो ।ढ। एवं । | ज्ञात कीजिए। 

(36 -59) - (2क6+ 79) का मान ज्ञात कोजिए। 

दो सदिशों ८ और & के परिमाण ज्ञात कीजिए, यदि इनके परिमाण समान है और इन के बीच 


का कोण 60° है तथा इनका अदिश गुणनफल न है। 


, यदि एक मात्रक सदिश ८, के लिए (४-6) -(४+ 6) =।2 हो तो ।#| ज्ञात कीजिए। 


यदि ठं =2 +27 +3, = -†+27+£ और ८=3 +} इस प्रकार है कि ८+), ८ 
पर लंब हे, तो » का मान ज्ञात कीजिए। 
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दर्शाइए कि दो शून्येतर सदिशों ८ और के लिए ।2।/+।}।ढ, ।2।-।}। द़ं पर लंब है। 
यदि 6-०-0 और ८:७ =0, तो सदिश # के बारे में क्या निष्कर्ष निकाला जा सकता हे? 
यदि 6, 92,2 मात्रक सदिश इस प्रकार है कि +6 +=0 तो 4.6 +b.5+7.द का मान 
ज्ञात कोजिए। 

यदि 6-0 अथवा 8-0, तब दछ =0 परंतु विलोम का सत्य होना आवश्यक नहीं है। 
एक उदाहरण द्वारा अपने उत्तर की पुष्टि कोजिए। 

यदि किसी त्रिभुज ABC के शीर्ष 4,8, € क्रमशः (।, 2, 3), (-], 0, 0), (0, ।,2) हैं तो 
८ ABC ज्ञात कीजिए। [/८ABC, सदिशों BA एवं BC के बीच का कोण है] 

दर्शाइए कि बिंदु ^(], 2,7), 8(2, 6, 3) और (3, 0,-]) सरेख हैं। 

दर्शाइए कि सदिश 2! - 7+#, £ 37-5 और 3; -4}- 4 एक समकोण त्रिभुज के 
शीर्षो की रचना करते हैं। 

यदि शून्येतर सदिश ८ का परिमाण “४' है और ) एक शून्यतेर अदिश है तो १ एक मात्रक 


सदिश है यदि 
(A) 9-८] (8) A= ISAC ०-|)।| «DN IN 


0.6.3 दो सदिशों का सदिश गुणनफल / Vector (or cross) product of two vectors] 


परिच्छेद 0.2 में हमने त्रि-विमीय दक्षिणावर्ती समकोणिक निर्देशांक पद्धति की चर्चा को थी। इस 
पद्धति में धनात्मक +-अक्ष को वामावर्त घुमाकर धनात्मक »-अक्ष पर लाया जाता है तो धनात्मक 
2-अक्ष की दिशा में एक दक्षिणावर्ती (प्रामाणिक) पेंच अग्रगत हो जाती है [आकृति ।0.22()]। 


एक दक्षिणावर्ती निर्देशांक पद्धति में जब दाएँ हाथ की उंगलियों को धनात्मक +-अक्ष को दिशा 


से दूर धनात्मक )-अक्ष की तरफ़ कुंतल किया जाता है तो अँगूठा धनात्मक 2-अक्ष की ओर संकेत करता 
[आकृति ।0.22 ()] है। 


J 





आकृति 70.22 
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परिभाषा 3 दो शून्येतर सदिशों 6 तथा & , का सदिश गुणनफल ८७ से , 
निर्दिष्ट किया जाता है और 6.८9 = । | ।$/॥ 92 के रूप में परिभाषित 
किया जाता है जहाँ 6, ८ और 9 के बीच का कोण है और 0<6 <7 है। रू 
यहाँ # एक मात्रक सदिश है जो कि सदिश ठ और छ , दोनों पर लंब है। -# : 





न हैं V 
इस प्रकार ठ, तथा # एक दक्षिणावर्ती पद्धति को निर्मित करते हैं आकृति 40.23 


(आकृति ।0.23) अर्थात्‌ दक्षिणावर्ती पद्धति को द्व से 9 की तरफ़ घुमाने पर यह 2 की दिशा में 
चलती है। 
यदि 6-0 अथवा छ =0 , तब 0 परिभाषित नहीं है और इस स्थिति में हम ८» = 0 परिभाषित 
करते हैं। 
प्रेक्षणः 
।. ८% एक सदिश है। 
2. मान लीजिए ८ और # दो शून्येतर सदिश हैं तब ८% =0 यदि और केवल यदि 
८ और 9 एक दूसरे के समांतर (अथवा सरेख) हैं अर्थात्‌ 
daxb =0=dllb 
विशिष्टतः ८५८=0 और दव%(-द्र) =0, क्योंकि प्रथम स्थिति में 0 = 0 तथा द्वितीय 
स्थिति में 6 = 7, जिससे दोनों ही स्थितियों में $०6 का मान शून्य हो जाता है। 


Tt न का 
3. यदि 86-- तो ८७ =| ढं ॥ | 


4. प्रेक्षण 2 और 3 के संदर्भ में परस्पर लंबवत्‌ मात्रक सदिशों 7, 7 और #के a > 
लिए (आकृति ।0.24), हम पाते हैं कि 
ixXi = JXj=kxk 
IXJj=k, JjxXk=ti, kxi=]) 
5. सदिश गुणनफल की सहायता से दो सदिशों ८ तथा छ के बीच का कोण आकृति 0.24 
0 निम्नलिखित रूप में प्राप्त होता है 


| द ॐ | 

।॥b। 

6. यह सर्वदा सत्य है कि सदिश गुणनफल क्रम विनिमय नहीं होता है क्योंकि 62८9 = -॥ 
वास्तव में ८9 =| ॥  ।।॥ 9 , जहाँ 6, और # एक दक्षिणावर्ती पद्धति को निर्मित करते 


SIN0 = 
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हैं अर्थात्‌ 6, द्व से8 की तरफ चक्रीय क्रम होता है। आकृति 0.25() जबकि 
89८ - व ॥ 8 ।५।n0॥,, जहाँ छ, 6 और # एक दक्षिणावर्ती पद्धति को निर्मित करते हैं 
अर्थात्‌ 6,9 से ८ की ओर चक्रीय क्रम होता है आकृति 0.25(7)। 


N 
A 


5 
|! 
> 


° NN हे 

(i) आकृति 70.25 (ii) 
अतः यदि हम यह मान लेते हैं कि ८ और दोनों एक ही कागज के तल में हैं तो # और ॥, 
दोनों कागज के तल पर लंब होंगे परंतु # कागज से ऊपर की तरफ़ दिष्ट होगा और / कागज 
से नीचे की तरफ़ दिष्ट होगा अर्थात्‌ # = -# 
इस प्रकार dxb = ldllblsinon 

= —l GW blsinOA, =-b Xd 

. प्रेक्षण 4 और 6 के संदर्भ में 
jxi=-f, k%}=-† और ५ = -7 है। 
. यदि व और ४ त्रिभुज की संलग्न भुजाओं को निरूपित करते हैं तो त्रिभुज का क्षेत्रफल 


I में C 
742४ | के रूप में प्राप्त होता है। र 
त्रिभुज के क्षेत्रफल को परिभाषा के अनुसार हम आकृति 0.26 7 
है Leno. 8 B 
से पाते हैं कि त्रिभुज _^BC का क्षेत्रफल = z ABCD. D हे 
आकृति 0.26 


परंतु AB =| छ| (दिया हुआ है) और CD = | ढ़ | $n9 
I |. = 
अतः त्रिभुज ABC का क्षेत्रफल = ¢ दे | sine = |4#। 


. यदि ८ और ७ समांतर चतुर्भुज की संलग्न भुजाओं को निरूपित करते हैं तो समांतर चतुर्भुज का 
क्षेत्रफल । दढ । के रूप में प्राप्त होता है। 
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आकृति 0.27 से हम पाते हैं कि समांतर D ८ 
चतुर्भज ABCD का क्षेत्रफल = AB. DE. 

| र  / 
परंतु 48 =।|/। (दिया हुआ है), और १ 
DE =| alsin9 अतः 

a E > B 
समातर चतुर्भुज ABCD का क्षेत्रफल = F 
आकृति 0.27 


|b ॥ dlsin9 =|@ Xb | 
अब हम सदिश गुणनफल के दो महत्वपूर्ण गुणों को अभिव्यक्त करेंगे। 
गुणधर्म सदिश गुणनफल का योगफल पर वितरण नियम (Distributivity of vector product 
over addition) यदि द, 9 और ह तीन सदिश हैं और » एक अदिश है तो 
6) dx(b+e) = dixb+dxt 
(i) A(dxb) = (ha)xb=dx (Nb) 
मान लीजिए दो सदिश द और ७ घटक रूप में क्रमशः «र्ग +६५7 +4५६ और ७,४ +, 7 +b, 
A, 


दिए हुए हैं तब उनका सदिश गुणनफल ५/6 = |० ८५ ८३| द्वारा दिया जा सकता है। 


b 9 ५ 


व्याख्या हम पाते हैं 
dxb = (at+a,}+ayk)x(bt+b,}+b;k) 
- ab(xt)+ab,tx 7) + ०9, ( 2५६) + ०,/ ()2<४) 
+ 429, (72८ })+ asb;(jxk) 
+ 6.0 (kxt) + ab, (kx )) + ab;(kxk) ( गुणधर्म | से) 
= ab, ( » 7) र 0; (K xi) — dsb, ( » }) 


+ wbx k)+ ab (kxt)-— ab,(Cjxk) 
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(क्योंकि † ५! = 7%} = £~ =0 और 7» = -£ x१, j= »८ | और £ 7-5 -7% £) 
र रह —ab;} - aybk + abst + ab, } — abst 
(क्योंकि † ५7 = #, }%# =£ और £» =}) 


(a,b; — ayb)t — (aby — aby) } + (aby — abi )k 


t j Kk 


bh bs bs 


उदाहरण 22 यदि /=2£+7+3 और ७=3ॐ+57-2#,तो ।८%७। ज्ञात कीजिए। 


हल यहाँ 
i j k 
7 वन्य 2 ] 3 
3 5 -2 
= i(-2-]5)-(-4-9)j+(I0-3)k =-I7i+I37+7k 
अतः axb| = JIT)? +03)? + (7)? = 507 


उदाहरण 23 सदिश (८ +७) और (८-0) में से प्रत्येक के लंबवत्‌ मात्रक सदिश ज्ञात 
कीजिए जहाँ ८=£+7+£, =।+27+3 हैं। 
हल हम पाते हैं कि ८+ = 2! +37+4£ और ८-७ =-7- 2 


d+ 
एक सदिश, जो ८+ और ८ -} दोनो पर लंब हे, निम्नलिखित द्वारा प्रदत्त हे 


i j k 
(a+b)x(a-b)=|2 3 4 =-2{ +47 -2# (=८, मान लीजिए) 
0 +- -2 


= J4+I6+4=N24=2N6 


अब | 
अतः अभीष्ट मात्रक सदिश 


| ६5] 


६ है। 


° 
> 
| 
DN | ल 


०) 
क्न | | 
OS — 
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[बक- टिप्पणी | किसी तल पर दो लंबवत्‌ दिशाएँ होती हैं। अतः ठ +7 और ८ - पर दूसरा लंबवत्‌ 


मात्रक सदिश £ होगा। परंतु यह (6-8)»(6+9) का एक परिणाम है। 


४6. ४6. ४6 





उदाहरण 24 एक त्रिभुज का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए जिसके शीर्ष बिंदु ^(।, ।, ।), B(I, 2, 3) 
और (2, 3, ]) हैं। 


हल हम पाते हैं कि ^=7+2£ और ^A0=7+27. दिए हुए त्रिभुज का क्षेत्रफल 
] 


— | ABXAG| है। 

2 
i jk 

अब ABXAGC =|0 L/2=-4i+2j-k 
4+2 रे) 

इसलिए |ABXACI = NI6+4+I=N2I 

अतः अभीष्ट क्षेत्रफल \2। है। 


2 
उदाहरण 25 उस समांतर चतुर्भुज का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए जिसकी संलग्न भुजाएँ ठ = 3! + 7+ 4# 


और छ -/ - 7+ द्वारा दी गई हैं। 


हल किसी समांतर चतुर्भुज की संलग्न भुजाएँ ८ और ॐ हैं तो उसका क्षेत्रफल ।2%। द्वारा 
प्राप्त होता है। 


f jk 

अब dixb=|I3 | 4=5i+}j-4k 
| =| {| 

इसलिए. | 2८9 | = N25+I+I6= 42 


इस प्रकार आवश्यक क्षेत्रफल ,/47 है। 
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प्रश्नावली 70.4 | 


यदि दं =† -77+7 और ७ = 3 - 27+ 2 तो | 6 ५% | ज्ञात कोजिए। 
सदिश टं +८ और ८-8 की लंब दिशा में मात्रक सदिश ज्ञात कीजिए जहाँ ८ = 3 + 27+ 2# 
और ७ =†+27-2 है। 


I PM, J, FS 
. यदि एक मात्रक सदिश 4, ! केसा ठ केसा का और # के साथ एक न्यून कोण 0 


बनाता हे तो 6 का मान ज्ञात कीजिए ओर इसकी सहायता से ठ के घटक भी ज्ञात कीजिए। 
दर्शाइए कि (८ -b)%(4+b) = 2( xb) 
) और ७ ज्ञात कीजिए, यदि (2!+67+27k)x( + +k) ८0 


दिया हुआ है कि ८.७ = 0 और ८% = 0. सदिश ८ और & के बारे में आप क्या निष्कर्ष 
निकाल सकते हें? 


मान लीजिए सदिश द्व, 8, ठ क्रमशः ८! + 4] +4, bi +b] + bk, < +८५] +८ के 
रूप में दिए हुए हैं तब दर्शाइए कि 2»(+2) =4%b +4 XC 

यदि ढं = 0 अथवा = 0 तब ८» = 0 होता है। क्या विलोम सत्य है? उदाहरण सहित अपने 
उत्तर को पुष्टि कोजिए। 

एक त्रिभुज का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए जिसके शीर्ष 4(], ।, 2), 8 (2, 3, 5) और €(], 5, 5) हैं। 
एक समांतर चतुर्भुज का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए जिसकी संलग्न भुजाएँ सदिश ढं =! - )+ 3६ और 
७ = 2-7} + द्वारा निर्धारित हैं। 


_ ५ है 2 र 
मान लीजिए सदिश ८ और इस प्रकार हैं कि ।८।=3 और | ।= ---„ तब दं ~क एक 


मात्रक सदिश है यदि दं और के बीच का कोण है: 
(A) T/6 (8) 7/4 (0) m3 (D) 7/2 
एक आयत के शीर्षा 4, 8, ८ और D जिनके स्थिति सदिश क्रमशः 


A | श्र RE ८ A री < l ~ टी A 4 A हैं 
पर ७, ॥ बा i ९ और -/ -- +4, का क्षेत्रफल हैः 


a 


(A) (B) I 
(€). 2 (D) 4 
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विविध उदाहरण 
उदाहरण 26 %क४/-तल में सभी मात्रक सदिश लिखिए। 


हल मान लीजिए कि 7-४7+97, 2%४-तल में एक मात्रक सदिश है (आकृति 0.28)। तब 
आकृति के अनुसार हम पाते हैं कि += ८०0 और »-»॥ 6 (क्योंकि । 7] = ।). इसलिए हम सदिश 
7 को, 


F(=OP)= ००50 + sind} 0) 
के रूप में लिख सकते हैं। 
स्पष्टतः | # | - cos? 0+ जो है O+sin 0 ८|[ 
Y 


P(cos0, sinQ) 
> A 
Re OP’ = cos9i 
—> A 
xX" \ | X P'P= sino) 


9 
आकृति 0.28 
जैसे-जैसे 6, 0 से 27, तक परिवर्तित होता है बिंदु ? (आकृति 0.28) वामावर्त दिशा में वृत 
+2+ 92 - | का अनुरेखण करता है और इसमें सभी संभावित दिशाएँ सम्मिलित हैं। अतः (]) से XY- 
तल में प्रत्येक मात्रक सदिश प्राप्त होता है। 


उदाहरण 27 यदि बिंदुओं ^, 8, € और , के स्थिति सदिश क्रमशः †+7+/, 2/+5/8, 


3†+27-3 और! -67-# है, तो सरल रेखाओं ७8 तथा ९D के बीच का कोण ज्ञात कीजिए। 
निगमन कीजिए कि ७8 और CD सरेख हैं। 


हल नोट कीजिए कि यदि 6,8 और ८, के बीच का कोण है तो ७,48 और (7) के बीच का 
भी कोण है। 


अब AB = B का स्थिति सदिश -^ का स्थिति सदिश 


(0 jee jl rool 55 
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इसलिए | ABI = YD +4) +0? + (4) +(-D’ = ZR) 
इसी प्रकार CD =-2 -87+ 2/ और।CD।= 6५2 

AB.CD 
अतः COSO = प्ात्का 


(3Y2)(6Y2) 36 
क्योंकि 0 < 6 < 7, इससे प्राप्त होता है कि 6-7. यह दर्शाता है कि AB तथा CD एक दूसरे 
के सरेख हैं। 


DR wens: son Nie 


अ, सरेख है 
विकल्पतः ^=-- 0 , इससे कह सकते कि ह और ठा सरेख सदिश हैं। 


उदाहरण 28 मान लीजिए ८,० और 7 तीन सदिश इस प्रकार हैं कि ।ढ।-3,।७।=4,।८ |- 5 
और इनमें से प्रत्येक, अन्य दो सदिशों के योगफल पर लंबवत्‌ हैं तो, | +४ +| ज्ञात कीजिए। 


हल दिया हुआ है कि ८.(+८) = 0, b.( +6) =0, 6 -(द्व+9)- 0 


| 
आर 
Q| 
+ 
हर | 
+ 
0} 
Ds 
oo 
Qj 
द 
~ 
+ 
Al 
Dd 


अब ld+b+c 


+E.(d+b)+E.E 
# |ढुं । +IbP+I6k 
=9+]6+25=50 
इसलिए, ।4+७+६।= \50=5\2 
उदाहरणा 29 तीन सदिश ८,/ और ट प्रतिबंध ८+ +८=0 को संतुष्ट करते हैं। यदि 
। ८।=3, ।७।=4 और ।८।=2 तोराशि |! = ८: +७ -८+८-ढ का मान ज्ञात कीजिए। 
हल क्योंकि ८+ +7 = 0, इसलिए हम पाते हैं कि 


d.(+b+E)=0 


अथवा d-d+d:b+d=0 
इसलिए ८:७+4.८ = द| = -9 .() 
पुनः b.(d+b+e)=0 
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(54 
|| 
हि मा 
ऊ 
b> 
|| 
| 
लिन 
(5 


अथवा वे -9+0- ... (2) 


इसी प्रकार b ... (3) 
(), (2) और (3) को जोड़ने पर हम पाते हैं कि 


2(d:b+b:c+a:c)=-—29 


—29 
या 2 lE, Us ग्र 


उदाहरण 30 यदि परस्पर लंबवत्‌ मात्रक सदिशों 7, } और #, की दक्षिणावतीं पद्धति के सापेक्ष 
८=3-, $=2+}-3,तो § को =, +, के रूप में अभिव्यक्त कीजिए जहाँ [, , 
6, के समांतर है और [,, ८ के लंबवत्‌ है। 


हल मान लीजिए कि [, = 2.6, ) एक अदिश है अर्थात्‌ है, = 3)/ - 


अब B,=B-B, = ©-3N++A)}-3k 
क्योंकि 3,, ८ पर लंब है इसलिए ८-3 
अर्थात्‌ 3(2-3A)-(I+A) = 
अथवा जी 
2 
3 A l 4 और त ] 4 3 i 
इसलिए, 5, >> 72 और , के 3k 


अध्याय 70 पर विविध प्रश्नावली 


।. Xच-तल में, «-अक्ष की धनात्मक दिशा के साथ वामावर्त दिशा में 30° का कोण बनाने वाला 
मात्रक सदिश लिखिए। 

2. बिंदु ९(७,, ,, 2,) और 0 (५, »., 2,) को मिलाने वाले सदिश के अदिश घटक और परिमाण 
ज्ञात कोजिए। 

3. एक लड़की पश्चिम दिशा में 4 । चलती है। उसके पश्चात्‌ वह उत्तर से 30° पश्चिम की 
दिशा में 3 ० चलती है और रूक जाती है। प्रस्थान के प्रारंभिक बिंदु से लड़की का विस्थापन 
ज्ञात कोजिए। 


यदि द =/ +८, तब क्या यह सत्य है कि ।८।=।४।+।८।? अपने उत्तर की पुष्टि कौजिए। 
5. % का वह मान ज्ञात कीजिए जिसके लिए +(/+7+#) एक मात्रक सदिश है। 


6. सदिशों ६-2/+3)-/ और = -27+# के परिणामी के समांतर एक ऐसा सदिश 
ज्ञात कीजिए जिसका परिमाण 5 इकाई है। 
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यदि =; +7+#/, ७=2- +3 और ८=४-27+#, तो सदिश 22 - +3८ के 
समांतर एक मात्रक सदिश ज्ञात कोजिए। 

दर्शाइए कि बिंदु 4(।,-2,- 8), 8 (5, 0, -2) और ०((, 3, 7) सरेख है और 8 द्वारा AC 
को विभाजित करने वाला अनुपात ज्ञात कोजिए। 


. दो बिंदुओं ? (2८ +) और ९ (ढं - 3७) को मिलाने वाली रेखा को ।:2 के अनुपात मे बाह्य 


विभाजित करने वाले बिंदु र का स्थिति सदिश ज्ञात कोजिए। यह भी दर्शाइए कि बिंदु P 
रेखाखंड 2९ का मध्य बिंदु है। 

एक समांतर चतुर्भुज की संलग्न भुजाएँ 2; - 47+ 5# और †- 27-3 हैं। इसके विकर्ण के 
समांतर एक मात्रक सदिश ज्ञात कोजिए। इसका क्षेत्रफल भी ज्ञात कोजिए। 

दर्शाइए कि 0%, 0४ एवं 07 अक्षों के साथ बराबर झुके हुए सदिश को दिक्‌-कोसाइन 


कोज्याएँ कह 
कोज्याएँ + क है। 
मान लीजिए ८ =£ +47 +2, ७ =3ॐ -27 +7 और ८ =2† - 7 +4 . एक ऐसा सदिश 
4 ज्ञात कीजिए जो ८ और % दोनों पर लंब है और 7.0 =5 
सदिश /+ )+/ का, सदिशों 2; +47-5£ और )/+27+3# के योगफल की दिशा में 
मात्रक सदिश के साथ अदिश गुणनफल | के बराबर है तो + का मान ज्ञात कीजिए। 
यदि 6, , 6 समान परिमाणों वाले परस्पर लंबबत्‌ सदिश हैं तो दर्शाइए कि सदिश ८+ +7 
सदिशों ठ, तथा ठ के साथ बराबर झुका हुआ है। 
सिद्ध कीजिए कि (दं +) - (2 +b) =| ढं? +।७ |° , यदि और केवल यदि 6, ७ लंबवत्‌ हैं। 
यह दिया हुआ है कि ठ #0, #0 
]9 तक के प्रश्नों में सही उत्तर का चयन कोजिए। 
यदि दो सदिशों ८ और के बीच का कोण 6 है तो ८. >0 होगा यदि: 


(A) O0<0< (8) 0<56<- 
५ 2 
(() O<O<T (D) 0< 0< 7 
मान लीजिए ८ और 9 दो मात्रक सदिश हैं और उनके बीच का कोण 6 है तो ८+ एक 
मात्रक सदिश है यदि: 


Tt Tt Tt 247 
A — -- B —— C —— D = 
(A) 0 छा (3) 0 ह (C) 0 ठ (D) 0 
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I8. Lx E)+ ).( xk) +k. x) का मान हे 
(A) 0 (8) -] (0) I (D) 3 
9, यदि दो सदिशों द और 9 के बीच का कोण 6 है तो |. ।=| 6८3८9 | जब 0 बराबर हैः 


Tt Tt 
(A) 0 (B) 4 (C) 7 (D) 7 
सारांश 


* एक बिंदु ९७५ ), 2) की स्थिति सदिश 0P(=7)= ४ +/+ 2£ है और परिमाण 
|+)? +2? है। 


& एक सदिश के अदिश घटक इसके दिक-अनुपात कहलाते हैं और क्रमागत अक्षों के साथ 


इसके प्रक्षेप को निरूपित करते हैं। 
* एक सदिश का परिमाण (7), दिक्‌-अनुपात ०, 9, ० और दिक्‌-कोसाइन (/, #, 7) 
निम्नलिखित रूप में संबंधित हैं: 
a b C 
र n=, 
Yr /ः Yr 


७ त्रिभुज की तीनों भुजाओं को क्रम में लेने पर उनका सदिश योग 6 है। 

७ दो सह-आदिम सदिशों का योग एक ऐसे समांतर चतुर्भुज के विकर्ण से प्राप्त होता है 
जिसकी संलग्न भुजाएँ दिए हुए सदिश हैं। 

& एक सदिश का अदिश » से गुणन इसके परिमाण को ।)। के गुणज में परिवर्तित कर देता 


है और » का मान धनात्मक अथवा ऋणात्मक होने के अनुसार इसकी दिशा को समान 
अथवा विपरीत रखता है। 


& दिए हुए सदिश द्वं के लिए सदिश 4 = -_ द्वकी दिशा में मात्रक सदिश है। 


| @ | 


& विदुओं 7 और 0 जिनके स्थिति सदिश क्रमश: ठ और # हैं, को मिलाने वाली रेखा को 





#४ कॅ अनुपात में विभाजित करने वाले बिंदु ९ का स्थिति सदिश () 2" 72. अंत: 
mMrTnYh 


mM 7 


mb —nad 


विभाजन पर () बाह्य विभाजन पर, के रूप में प्राप्त होता है। 


mM—nNh 


209-20 


सदिश बीजगणित 475 


७ दो सदिशों ढ और 9 के बीच का कोण 6 है तो उनका अदिश गुणनफल द्व-8 =| 6 ॥ 9 | ८०५9 
के रूप में प्राप्त होता है। यदि 6.8 दिया हुआ है तो सदिशों ढ़ और छ के बीच का कोण 
db 
| दं ॥ 9 | 
७ यदि दो सदिशों ढ़ और के बीच का कोण 6 है तो उनका सदिश गुणनफल 


से प्राप्त होता हे। 


iO (0५७ + 


2७ = | 6 ॥ 9 । $97 के रूप में प्राप्त होता है। जहाँ # एक ऐसा मात्रक सदिश है जो 
द॒ और छ को सम्मिलित करने वाले तल के लंबवत्‌ है तथा ढ,/ और # दक्षिणावर्ती 
समकोणिक निर्देशांक पद्धति को निर्मित करते हैं। 

$ यदि 6-०/+०,/+4; तथा = ७! +७,}+b, और 9 एक अदिश है तो 


d+b = (a +b)i+(a,+b,)}+(a;+b)k 


Nd = (ha) + (has) } + (2०. ) 
d.b = ab, + 429. + a:b: 
f jk 
और ८% = a bh ce 
dy b, Cs 


ऐतिहासिक पृष्ठभूमि 


सदिश शब्द का व्युत्पन्न लैटिन भाषा के एक शब्द वेक्टस (४९८४५) से हुआ है जिसका 
अर्थ है हस्तगत करना। आधुनिक सदिश सिद्धांत के भ्रूणीय विचार की तिथि सन्‌ ।800 के 
आसपास मानी जाती हे जब Caspar Wessel (745-88 रे) और Jean Robert 
Argand (768-822.) ने इस बात का वर्णन किया कि एक निर्देशांक तल में किसी दिष्ट 
रेखाखंड की सहायता से एक सम्मिश्र संख्या ८ +0 का ज्यामितीय अर्थ निर्वचन केसे किया 
जा सकता है। एक आयरिश गणितज्ञ, William Rowen Hamilton (805-865 ई.) ने अपनी 
पुस्तक , "Lectures on Quaternions"™ ( |653 ह) में दिष्ट रेखाखंड के लिए सदिश शब्द का 
प्रयोग सबसे पहले किया था। चतुष्टयीयों (१०३४९०००५) [कुछ निश्चित बीजीय नियमों का 


पालन करते हुए ०+७४+८/+4#,7, 7, £ के रूप वाले चार वास्तविक संख्याओं का 
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समुच्चय] की हैमिल्टन विधि सदिशों को त्रि-विमीय अंतरिक्ष में गुणा करने की समस्या का एक 
हल था। तथापि हम यहाँ इस बात का जिक्र अवश्य करेंगे कि सदिश की संकल्पना और उनके 
योगफल का विचार बहुत- दिनों पहले से P।० (384-322 ईसा पूर्व) के एक शिष्य एवं यूनानी 
दाशीनिक और वैज्ञानिक ^7।५०।९ (427-348 ईसा पूर्व) के काल से ही था। उस समय इस 
जानकारी को कल्पना थी कि दो अथवा अधिक बलों को संयुक्त क्रिया उनको समांतर चतुर्भुज 
के नियमानुसार योग करने पर प्राप्त की जा सकती है। बलों के संयोजन का सही नियम, कि 
बलों का योग सदिश रूप में किया जा सकता है, की खोज $terin Simon(।548-620€.) द्वारा 
लंबवत्‌ बलों की स्थिति में की गई। सन्‌ 586 में उन्होंने अपनी शोधपुस्तक , "/)९३९४॥7५९।९॥ 
der Weeghcon5!" (वजन करने की कला के सिद्धांत) में बलों के योगफल के ज्यामितीय 
सिद्धांत का विश्लेषण किया था जिसके कारण यांत्रिकी के विकास में एक मुख्य परिवर्तन हुआ। 
परंतु इसके बाद भी सदिशों की व्यापक संकल्पना के निर्माण में 200 वर्ष लग गए। 


सन्‌ ।880 में एक अमेरिकी भौतिक शास्त्री एवं गणितज्ञ Josaih Willard Gibbs 
(839-]903 ई.) और एक अंग्रेज अभियंता Oliver Heaviside (]850-925 ई.) ने एक 
चतुष्टयी के वास्तविक (अदिश) भाग को काल्पनिक (सदिश) भाग से पृथक्‌ करते हुए सदिश 
विश्लेषण का सृजन किया था। सन्‌ 88 और ।884 में Gibbs ने "Entitled Element of 
Vector Andly5i5" नामक एक शोध पुस्तिका छपवाई। इस पुस्तक में सदिशों का एक क्रमबद्ध 
एवं संक्षिप्त विवरण दिया हुआ था। तथापि सदिशों के अनुप्रयोग का निरूपण करने को कीर्ति 
D. Heaviside NRP.G. Tait (]83I-]90 ई.) को प्राप्त है जिन्होंने इस विषय के लिए सार्थक 
योगदान दिया है। 


re] + न] 
५ 
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